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ProfesorJacek Szarski

(ur. 6 lutego 1921 w Krakowie, zm. 21 lutego 1980 w
Zakopanem). Pochodzit ze znanej krakowskiej rodziny kupieckiej.
Jacek Szarski pracowat w Uniwersytecie Jagiellonskim od
ukonczenia studiéw w marcu 1945 roku, w tym jako profesor
nadzwyczajny (1954) i zwyczajny (1962). Réwnoczesnie (1949 -
1968) pracowat w Instytucie Matematyki PAN. Po utworzeniu na
Uniwersytecie Jagiellonskim Instytutu Matematyki zostat jego
dyrektorem (1955) i kierownikiem Zaktadu Réwnan Rézniczko-
wych. Petnit liczne funkcje we wtadzach UJ: prorektora (1964 -
66), dziekana Wydziatu Matematyczno - Fizyczno - Chemicznego
(1956 - 58), prodziekana (1954 - 56).

Od 1969 prof. J. Szarski byt cztonkiem korespondentem PAN a od
1979 prezesem Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Jako
profesor wizytujacy odwiedzit uniwersytet stanu Kansas w
Lawrence 1958/59 oraz uniwersytet w Karlsruhe 1963.
Przedmiotem badan Jacka Szarskiego byty réwnania i nieréwnosci
rézniczkowe. Opublikowat monografie Differential Inequalities,
PWN, 1967 [Sz].



Profesor Bolestaw Szafirski

(ur. 26 czerwca 1935 w Ilkowicach, zm. 6 listopada 2016 w
Krakowie). Profesor zwyczajny Uniwersytetu Jagielloniskiego,
cztonek korespondent Polskiej Akademii Umiejetnosci, prezes
Polskiego Towarzystwa Matematycznego w latach 1999-2001 i
2001-2003.

Kierownik Zaktadu (p6zniej Katedry) Matematycznych Probleméw
Fizyki i Techniki w Instytucie Matematyki UJ, gdzie petnit tez
funkcje zastepcy dyrektora (1981-1984) i dyrektora (1984-1987).
W latach 1987-1993 dziekan Wydziatu Matematyki i Fizyki UJ.
Przez ponad 20 lat redaktor naczelny czasopisma Universitatis
lagellonicae Acta Mathematica. Byt promotorem 13 doktoratéw.
Jednym z jego zainteresowan byta teoria réwnania Naviera-Stokesa.



Dnia 24 maja 2000 roku Instytut Claya ogtosit liste siedmiu
najwazniejszych, nierozwigzanych probleméw matematycznych XX
wieku; tzw. Probleméw Milenijnych. Jeden z nich jest zwigzany z
réwnaniem Naviera-Stokesa w wymiarze 3; réwnanie opisuje zmiane
w czasie wektora predkosci cieczy u(t,x) = (u1(t, x), ..., uz(t, x))
oraz ci$nienia p(t,x) € R. Rozpaczmy problem Cauchy’ego:

3
8u, Z Ujm au, =vAu; — op + fi(x), i=1,...,3,

3 ) 1
divu:zau'— i )

i=1

u(0, x) = up(x).

Warto$¢ poczatkowa up(x) jest zadana, C*° bezdywergencyjne
pole wektorowe na RN o sktadowych f;(x),i = 1, ..., 3 opisuje sity
zewnetrzne, za$ v jest dodatnim 'wspdétczynnikiem lepkosci'.
Pytanie brzmi: Czy dla C*° regularnych danych istnieje globalne w
czasie gfadkie rozwigzanie powyzszego uktadu?




Podejscie potgrupowe.
Poszukujemy rozwigzan autonomicznych réwnan rézniczkowych w
ramach teorii potgrup. Dynamika generowana przez takie
réwnanie, gdy dane poczatkowe nalezg do przestrzeni metryczne;j
E, moze by¢ opisana przez rozwigzanie péfgrupowe

T(t): u(0) — u(t),

dziatajace na przestrzeni E (patrz réwniez [Sz, str. 229].
Definition
Jednoparametrowa rodzing { T(t)} odwzorowan T(t): E — E,
t > 0, nazywamy C9-péigrupa, jezeli

» T(0) jest odwzorowaniem identycznosciowym na E;

> T(t+s)= T(t)T(s) dla wszystkich t,s > 0;

» funkcja

[0,00) x E> (t,x) > T(t)x € E

jest ciagta w kazdym punkcie (t, x) € [0,00) X E.



Pochodne utamkowe.

Tzw. 'catki utamkowe' byty wprowadzone przez N.H. Abela w roku
1823 w celu rozwiazania, sformutowany przez niego, problemu
tautochrony. Abel badat réwnanie catkowe

* (1)
————dt="f >a 0<pu<l. 2
| oot =00, x>a 0<p 2)
Pézniej, w latach 1832-1837, J. Liouville uogdlnit rozwazania
Abela wprowadzajac 'pochodna utamkowa’:

DPf(x) = (_1)—Pr(p)/ F(x-+)t"1dt, —o0 < x < o0, Rep > 0.
0

Pojecie to byto réwniez badane przez B. Riemanna (1847), J.
Hadamarda (1892), G.H. Hardy'ego and M. Riesza (1915) i wielu
innych. Nowoczesna definicja pochodnych utamkowych nalezy do
B.V. Balakrishnana (1960) i byta badana przez H. Komatsu
wkrétce po jej wprowadzeniu. Przypomnimy te definicje dalej.
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Semiliniowe réwnanie z dodatnim operatorem sektorialnym.
Zajmujemy sie abstrakcyjnym semiliniowym zadaniem Cauchy'ego
zawierajagcym dodatni operator sektorialny A:

ur + Au= F(u), t>0,
u(0) = wp.

([HE]). Klasa ta obejmuje wiele istotnych réwnan fizyki
matematycznej, w tym; semiliniowe réwnanie ciepta i uktady takich
réwnan, réwnanie Naviera-Stokesa, podkrytyczne réwnanie Quasi-
geostrophic. Naszym celem jest réwniez badanie granic tego typu
réwnan z parameterm; szczegdlnych réwnan quasiliniowych.

Niech S, 4, a€ R, ¢ € (0, %), bedzie sektorem na ptaszczyznie C:

Sap={reC:p<|arg(A—a)| <, A # a}. (4)

Liniowy, domkniety i gesto okreslony operator A: X D D(A) — X
w przestrzeni Banacha X nazywamy operatorem sektorialnym jesli
istnieja a, ¢ oraz M > 0 takie, ze:

» zbiér rezolwenty p(A) of A zawiera sektor S, 4,

> [(M = A)Hexx) < dla kazdego A € S, 4.

(3)

M
[A=al’



Szczegdlne operatory sektorialne,

Kazdy ograniczony operator liniowy na przestrzeni Banacha X jest
sektorialny. Podana wyzej definicja jest nieco ztozona. ale istnieje
wiele przyktadéw operatoréw sektorialnych. Gdy H jest przestrzenia
Hilberta a A: H D D(A) — H liniowym, gesto okrelonym i
samosprzezonym operatorem w H, ktoéry jest ograniczony z dotu;

ImerVxep(a) < Ax,x >p> ml|x||%; (5)

to taki operator bedzie sektorialny w H w my$|l poprzedniej
definicji.

W szczegélnosci operator —A : H?(Q) N H(Q) — L3(Q)

(09 € C?), jest sektorialny i dodatnio okreélony. Réwniez operator
A2 HHQ) N H3(Q) — L2(Q) (09 € C*), jest sektorialny i
dodatnio okreslony.

Operatory sektorialne s3 istotne, bowiem gdy A jest sektorialny to
operator —A jest generatorem pdftgrupy analitycznej (patrz

[HE, C-D]). Wiecej informacji dotyczacych operatoréw
sektorialnych mozna znalez¢ w [HE, C-D, Ya].



Dla samosprzezonych operatoréw nieujemnych (m =0 w (5)) na
przestrzeni Hilberta H, mozna zdefiniowac¢ ich pierwiastek
kwadratowy. Wtasno$¢ ta przenosi sie na dowolny dodatni (a
nawet nieujemny, [M-S]) operator sektorialny w przestrzeni
Banacha. Definicja byta podana przez A.V. Balakrishnana w
1959/60 i wkrétce po tym przebadana przez Hikosaburo Komatsu
w szesciu pracach z lat 1966-1970 (np. [KO]).

Przypomnijmy definicje potegi utamkowej operatora nieujemnego
(np. [KO], p. 299); Niech A bedzie liniowym domknietym i gesto
okres$lonym operatorem w przestrzeni Banacha X takim, ze zbiér
jego rezolwenty zawiera pétprosta (—oo,0), a rezolwenta spetnia:

IAA+A)7H <M, A>o0. (6)
Woéweczas, dla n € (0,1), ¢ € D(A),

1 o0

Al = s'"(7”7)/ sTLA(s + A)Lpds. (7)
™ 0

Mozna poszerzy¢ te definicje na potegi n > 1 (e.g. [M-5]), oraz

na potegi ujemne (np. [HE]). Dla operatora (—A) na RN uzywa

sie wielu (réwnowaznych) definicji; poréwnaj niedawna prace [Kw].



Formuta catkowa Cauchy-Duhamela.
Abstrakcyjny problem Cauchy'ego z operatorem sektorialnym
dodatnim posiada rozwigzanie (zwane 'mild solution’) dane przez
formute Cauchy’ego (patrz réwniez [Sz, §74]):

t
u(t,up) = e My +/ e*A(t*S)F(u(s, up))ds, te€[0,7y), (8)
0

Tu, jest czasem zycia lokalnego rozwigzania odpowiadajacego
warunkowi poczatkowemu ug. Tutaj e At oznacza pétgrupe
zadang poprzez réwnanie liniowe:

ur+Au=0, t>0,

u(0) = wp.
Catka jest tu rozumiana jako catka Bochnera o wartosciach w
przestrzeni Banacha. Dwa oszacowania zachodzace dla operatoréw
sektorialnych maja decydujace znaczenie dla mozliwosci

zastosowania twierdzenia Banacha do tego réwnania catkowego;
dla pewnych statych dodatnich ¢, ¢; oraz a jak w (5)

(9)

_ _ N a
le |l oixx) < coe ™t >0;  [[Ae™ |z x.x) < —e *t>0.



Lokalne w czasie X“ rozwigzania.
Aby uzyska¢ lokalne w czasie rozwigzania abstrakcyjnego zadania:

ur+ Au= F(u), t>0,
: (u) )
u(0) = wp,
poszukujemy rozwigzania powiazanego z (11) réwnania catkowego

(8) (tzw. mild solution). Uzywamy tw. Banacha o punkcie statym
a ponizsze twierdzenie uogdlnia klasyczne tw. Picarda.

Theorem

(Dan Henry) Niech X bedzie przestrzenig Banacha, A : D(A) — X
operatorem sektorialnym dodatnim w X a F : X% := D(A%) — X
bedzie Lipschitzowska na ograniczonych podzbiorach X“ przy
pewnym « € [0,1). Woéwczas, dla dowolnego uy € X®, istnieje
Jedyne mild solution problemu (11) zadane na maksymalnym
przedziale istnienia [0, 7,), posiadajace nastepujace wtasnosci:

u € C°([0,74,), X*) N CH((0, 7ug), X), u(t) € D(A) t € (0,74y),

ur € CO>(0, 7 ), X7), v < cv.
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Globalna w czasie przedtuzalno$¢ rozwiazan lokalnych.

Analogicznie jak w przypadku réwnan rézniczkowych zwyczajnych:
Lokalne rozwigzanie otrzymane w twierdzeniu powyzej moze by¢
przedtuzone globalnie w czasie jesli istnieje oszacowanie a priori nie
pozwalajace wybuchnaé jego normie ||u(t, up)||x~. Problemy o
fizycznym rodowodzie posiadajg zazwyczaj naturalne oszacowania
rozwigzan wynikajace np. z rozpraszania energii, zachowywania
masy czy izolowania uktadu od otoczenia. Matematycznie te
oszacowania/ograniczenia mozna uja¢ jako:

[Ju(t, wo)ly < const([[uo|x=), (12)

gdzie Y jest pewng przestrzenia Banacha, spetniajaca warunek
D(A) C Y. Takie oszacowanie pozwalajag nam przedtuzy¢ lokalne
rozwigzanie o ile zachodzi nastepujacy warunek podporzadkowania:

IF(u(t, wo))lix < g(llu(t, uo)llv) (L + [[ut, uo)l|ke):  (13)

gdzie g : [0,00) — [0, 00) jest funkcja rosnaca , oraz wyktadnik

6 € [0,1). Warunek (13) oznacza, ze nieliniowos¢ F (brana na
rozwigzaniu) jest kontrolowana przez D(A®) norme rozwigzania w
notedze 0 <« 1 Araz noarme rozwiazania w Y



Réwnanie Naviera-Stokesa.

Przypomnimy klasyczne réwnanie N-S zapisane tutaj w
rownowaznej postaci, wykorzystujacej wtasno$é
bezdywergencyjnosci. Mamy:

op o= O(uju)) .
th:VAUj—anj—ZT—I-G, divu=0, xeQ, t>0,
i=1 i
u=0, t>0, xe€09Q,
u(0, x) = up(x),
(14)

gdzie u = (u1, U2, u3). Definiujemy réwniez operator Stokesa

A 0 0
A=A =-vP,| 0 A 0 |,
0 0 A

gdzie P, oznacza operator rzutowania z L"(Q2) na X, zadany przez
rozkfad Helmholtza elementéw przestrzeni L£"(2) na czgsé
bezdywergencyjna i gradient funkgcji skalarne;j.



Precyzyjniej:
X, = C/[Lr(Q)]N{¢ < [COOO(Q)]N cdivg = 0}, 1<r<oo.
Ktadac
Aru=—vP.Au and F,(u) =—P,(u-Vu),

réwnanie N-S przepisze sie jako abstrakcyjny problem Cauchy’ego
w Xry

us + Aru= F(u)+ P f, t >0,

u(0) = wp. (15)

Operator Stokesa A, jest sektorialny w przestrzeni Banacha X,
[G-M]. Bedziemy dalej opuszczaé w oznaczeniach zalezno$¢ od r.
Przypomnijmy tez, ze uzywamy oznaczenia X¢ = D(A%) na
dziedzine operatora A*.



Lokalna rozwigzalnos¢ N = 3.

Gtéwnym narzedziem w oszacowaniach Jest wniosek z Lemma 2.2
[G-M] (z parametrami = §,0 = p = 3" here 2+ > 2):

IA=5 P(u- Vvliiz@p < mAd UH[L2 ]3HAZ Vliie@p-  (16)
Poniewaz wyrazenie P(u - V)v jest dwuliniowe, nieliniowos$¢
F(u) = —P(u-V)u+ Pf dziata z D(AT ) C [H3 (Q)]® w D(A™?)
jak odwzorowanie Lipschitzowskie na ograniczonych podzbiorach

+

D(A% ). Wtasnos¢ ta wystarcza dla uzyskania lokalnego w czasie
rozwigzania (15):
Theorem X -
Gdy Pf € D(A78), up € D(A% ), wowczas istnieje jedyne lokalne
w czasie mild solution u(t) problemu (15) w przestrzeni fazowej

D(A%+) c [H%+(Q)]3. Co wiecej,
u € C([0.7); D(AT ) N C((0.7): D(AD)), e € C((0.7); D(AF )),

7 > 0 oznacza 'czas zycia' lokalnego rozwigzania (zalezny od up).



Specyficzne oszacowanie a priori.
Przypomnijmy, ze w przypadku réwnania N-S specyficzne
oszacowanie a priori otrzymujemy mnozac (skalarnie) (15) przez u:

1d
>l :—I/HVUH%Z(Q)—/QVP-udx—i—/Qf-udx. (17)

Sktadnik nieliniowy skfadnik znika w powyzszym oszacowaniu
poniewaz divu = 0 (podobnie sktadnik zawierajacy ciénienie);

3 3 , 3 5 3
Z/ ZUI%UjdX: —1/ Ou
=179z Oxi 2 Ja

2 g

o Z uidx = 0. (18)
i=1 """ j=1

Uzywajac nieréwnosci Poincaré i teorii nieréwnosci rézniczkowych

dostajemy globalne w czasie oszacowanie:

26,¢p||f||22(q

5o (19)

gdzie cp jest statg z nieréwnosci Poincaré. Majac juz pokazana
powyzsza nierébwnos$c mozna wréci¢ do (17) i uzyskaé oszacowanie

u(2)[12gqy < max{|uoll3x(qy

1
luliZao, ey < E(CVT”fH%Z(Q) + |luollZ2i))s - (20)



Krytyczny wyktadnik N = 3.
Uzywajac oszacowania (16) wyznaczymy obecnie warto$¢
wyktadnika dla tréjwymiarowego réwnania N-S. Mamy,

_1
1P(u- V)l 3 = [[A72P(u-V)ulz@)p < MHUZH[B(Q 3
1
QP — C||U||2 1 ||”||[2L2 Q)

(21)

Z kolei sprawdzimy jak duzy powinien by¢ wyktadnik s > 1 aby
wzmocniona dyfuzja o postaci (—A)® zastepujaca operator (—A)
w (15) wraz ze standardowym oszacowaniem a priori w L2(€2)
pozwalaty kontrolowaé nieliniowo$¢ w réwnaniu N-S. Uzywajac
kolejny razoszacowan Y. Gigi, dostaniemy:

1
< C||“||[L4(Q)3 < CH””[Hl(Q)3||U||[2

8s—7
1A~ P Dullzyp < cllulfisys < cllullgyp Il B Ty

Krytyczna warto$¢ wyktadnika s wyznaczamy z warunku;
ﬁ = 1. Stad, s = 2 dla réwnania N-S w wymiarze 3.



Rozpatrzmy aproksymacje oryginalnego réwnania N-S (15)
posiadajaca globalne w czasie, regularne i jednoznaczne
rozwigzania:

up=—(A+eA)u—P(u-V)u+ Pf, t>0,
u(0,x) = uo(x),
z parametrami s > % oraz € > 0. Dla ustalonego (chwilowo)

parametru €, oznaczmy przez u¢ rozwigzanie ostatniego problemu.
Chodzi nam konkretnie o rozwigzanie w przestrzeni bazowe;j

(22)

D(Af%), otrzymane analogicznie jak rozwigzanie oryginalnego
réownania N-S. Liczac jak w przypadku oryginalnego réwnania N-S,
dostaniemy standardowe oszacowanie a priori dla rozwigzan (22)

Vel Az uf | 20,2y < const, (23)

ze statg const niezalezng od € > 0. Uzyjemy tego oszacowania
przechodzac z € do zera aby pozby¢ sie sktadnika z wyzsza
gtadkosciag w granicy.

Taka aproksymacja, cho¢ jedynie dla s € N, byta po raz pierwszy
zaproponowana przez J.-L. Lions [Li] w 1969 roku.



Przypomnijmy z kolei definicje sfabego rozwigzania przyblizajacego
problemu (22):

< uﬁ, Vi p=sE — < A%ue, A%V ZL2(Q)]3
—e< A%UE,AEV >3 + < F(Ue), V >2(Q)p3 + < Pf,v > L2(Q)]35

gdzie v € D(A?) jest 'dowolna funkcja prébna’.

Uzywajac jednostajnego wzgledem e > 0 standardowego
oszacowania a priori w [L2(2)]3 oraz (23), mozemy przejs¢ z € — 0
(lub u¢ — U) w stabym sformutowaniu (22) i otrzymaé réwnosé

d
a < U,v >[L2(Q)]3: — < A% U,A%V >[L2(Q)]3

(24)
+ < A_%F(U),A%V >@p T < Pf,v > Q)3

gdzie v € D(A%) byta dowolna, za$ zbiezno$¢ pierwszego sktadnika

po prawej stronie wynika ze zbiezno$ci stabej u€ do U. W granicy

otrzymaliSmy sfabe rozwigzanie U tréjwymiarowego réwnania N-S,

jak w oryginalnej definicji J. Leray (e.g. [WA, p.139]). Rozwiazanie

to jest globalne w czasie, nie musi by¢ jednak jednoznaczne.



Globalne regularne rozwigzania w 3D. Mate dane.
Lokalne rozwigzania mozna przedtuzy¢ globalnie o ile dysponujemy
dobrymi oszacowaniami a priori, zapobiegajacymi wybuchowi

3+
D(A3 ) normy rozwiazania (uzywamy do tego teorii nieréwnosci
rézniczkowych). Mnozymy uktad N-S skalarnie przez Au:
< ug, Au >[L2(Q)]3 = — < Au, Au >[L2(Q)]3
— < P(u-V)u,Au >e@p T < Pf, Au > -

Theorem

Gdy ug € D(A) C [H?*(Q))? oraz f € [L2(Q)]? spetniaja 'warunek
matosci’ (25), wéwczas [H(Q)]® norma rozwigzania u bedzie
ograniczona dla t > Q.

Waznga role gra tutaj lokalne minimum funkcji rzeczywistej

ST

g(z) = —%Z +C,2° + CyHPf”[2L2(Q)]3I przyjete w zmj, = (1%),75”) '
&(zmin) < 0, réwnowaznie ||Pf|][2L2(Q)]3 < 4z>.  oraz

c'v

7
ol < 2min = (o) (&die 2(2) ~ [u(D)pp)-



Uktad Burgersa.
Przedyskutujemy na koniec krétko przyktad uktadu typu Burgersa

w 3D, otrzymany przez usuniecie ciénienia w jednorodnym (fF=0)
tréjwymiarowym réwnaniu N-S (o nieliniowosci ZJ 3 (UiU))):
U=vAU—-(U- VU, xe€Q,t>0;
U=0, t>0, xec0dQ, (26)
U(O,X) = Uo(X).

Zauwazamy, ze kazda sktadowa dostarecznie regularnego
rozwigzania (26) spetnia Zasade Maksimum:

1Ui(t, o= () < [[Voilloe (), 7= 1,2,3. (27)

Mamy wiec naturalne oszacowanie a priori w Y = [L°(Q)]® dla
rozwigzan takiego uktadu. Zachodzi takze oszacowanie:

1(U - V) Ul < Ul @ 1Ullimp @ < 1ol @il Ul iz (g2
(U - V) Ul < clUllfie@ps

dla lokalnych rozwigzan w p. fazowej [H%+(Q)]3 N [HA(Q)3.



Poniewaz H%+(Q) C L*°(R2), Zasada Maksimum dziata dla takich
rozwigzan. Uzywajac nierébwnosci interpolacyjnej, otrzymujemy
oszacowanie:

I(U- W)U, 1 = [I(U-V)U] CHUII[LOO PHUH[Hl

[Hj(ﬂ)P_
3
< cl[Uollfqaypll Ul e = <lUolliaypll U1

1
2

(28)

co pokazuje, ze nieliniowo$¢ jest podkrytyczna w tym przypadku.
W rezultacie lokalne rozwigzania moga by¢ przedtuzone globalnie
w czasie.

Obserwacja. Widzimy, ze problem (26) (podobny do tréjwymiaro-
wego réwnania Naviera-Stokesa, ale bez cisnienia), podlega
oszacowaniu a priori rozwigzan w L* (podczas gdy 3-D réwnanie
N-S tylko w L?); takie oszacowanie jest dostatecznie silne aby
zagwarantowacé globalng w czasie przedtuzalnos$¢ lokalnych
rozwigzan (26).



Konkluzja dotyczaca réwnania Naviera-Stokesa w 3D.

Czton lepkosciowy w 3D klasycznym réwnaniu Naviera-Stokesa jest
zbyt staby aby zapobiedz wybuchowi 'lepszych norm’ rozwigzania
w skonczonym czasie. Dla matych danych (up, f) wspomagajac sie
wtasnoscia, ze nieliniowo$¢ w réwnaniu N-S jest 'kwadratowa’
potrafimy uzyskac globalng w czasie przedtuzalno$¢ rozwigzan.
Aby rozwigza¢ Problem Milenijny dotyczacy tréjwymiarowego
rownania Naviera-Stokesa trzeba znalez¢, lepsze od standardowego
L2, oszacowanie a priori rozwigzan. Wtedy, nieliniowo$¢ moze byé
kontrolowana przez operator Stokesa w mys$l warunku podporzad-
kowania (13), uniemozliwiajac wybuch normy i zapewniajac
globalna przedtuzalnos¢ rozwigzan w czasie. W szczegdlnosci, o ile
mielibyémy oszacowanie a priori rozwiazania w LV(Q) (L’V+ (Q)),
réwnanie N-S w wymiarze N bytoby podkrytyczne (krytyczne), co

wynika z nastepujacego prostego oszacowania:
1P(u-V)ull, 3 < clllul 2w < < HUH ]NHUH[L’V(Q)]’V

< clull g llullpweayw-
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